GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO

PRODUCTO ESCALAR

a-b=[a-|b|- cosx (Cuando sepamos el dngulo que forman ay b (x)).
a-b=a,-b,+a,-b,+a;-b,; (Cuando sepamos las coordenadas deay b ).

Cuando los vectores son perpendiculares su producto escalar serd O (Cero)(cos 90 = 0).

PRODUCTO VECTORTIAL

i ] ok
Dados los vectores u=(x,y,z) y v=(x",y',Z) UXV=| X y z
x'y z

(El vector que resulta de este determinante es perpendicular a ¥ y v,y su mddulo
coincide con el AREA DEL PARALELOGRAMO que formanuy v).

|u x v| = |ﬁ| - |U| - sena  (aes el dngulo que forman @ y ©.)

COORDENADAS DE UN VECTOR LIBRE

Dados los puntos A(a,b,c )y B (d,e,f ) el vector con origen en A y extremo en B se calcula
restando B- A AB =B-A

ECUACIONES DE LA RECTA EN EL ESPACIO. Para hallar la ecuacién de una recta es
necesario conocer UN PUNTO Y EL VECTOR DIRECTOR de la misma.

Una recta, [obtenida a partir de un PUNTO (xo, Yo, zo) y un VECTOR (v1, vz, v3) ], se
puede expresar de las siguientes formas:

1.- ECUACION VECTORIAL: (xy,2) = (Xo, Yo, 20) +t (v1, V2, V3)

X = X + tv
2.- ECUACIONES PARAMETRICAS : =<y = y, + t-v,

z7 = 7, + t-y
3.- ECUACION CONTINUA: X=Xo _¥=¥0 _27%



4.- EC. GENERAL DE LA RECTA

p Ax+ By+Cz+D=20
(Interseccion de dos planos): { X y z

Ax+By+Cz+D=0

NOTA: Para hallar el vector de una recta expresada como interseccién de dos planos
basta con hacer el producto vectorial @ x b. Siendo 3= (A,B,C) y b = (A'B'.C).

Para hallar un punto sélo hay que darle a ‘x’, a 'y’ o a z’un valor arbitrario, sustituirlo
en el sistema y despejar las otras dos incégnitas.

ECUACIONES DEL PLANO Para hallar la ecuacién de un plano es necesario conocer
UN PUNTO ¥ DOS VECTORES DIRECTORES del mismo.

Un plano, [Obtenido a partir de un PUNTO (X0, Yo, Zo) y DOS VECTORES v (v1, vz, Vv3)
y W (wi, wz, w3)], se puede expresar de las siguientes formas:

1.- ECUACION VECTORIAL: (%,¥,2) = (Xo, Yo,» Zo) +t(vV1, V2, V3) + S(W1,W2,W3)

X
2.- ECUACIONES PARAMETRICAS =1y
Z

X + v, + s-w

Yo + t-v, + s-w,

z, + t-v; + s-w,
3.- ECUACION GENERAL O IMPLICITA: Ax+By+Cz+D=0

NOTA: Para hallarla sélo hay que realizar este determinante e igualarlo a cero:

X—Xo Y—Yo Z— 2

V1 V2 vz | =0
Wi w w3
p X 'y
4 - ECUACION SEGMENTARIA: g + B + E =1

Los valores &, by ¢ se denominan, respectivamente, abscisa, ordenada,y cota en
el origen.

5.- OTRA FORMA DE HALLAR LA ECUACION DE UN PLANO:

Un plano también se puede hallar sabiendo UN PUNTO Y SOLO UN VECTOR,
siempre y cuando ese vector sea perpendicular al plano (llamado vector normal),
las coordenadas de ese vector coinciden con los coeficientes (A,B,C) del plano;



para hallar el término independiente ( D ) del plano, sélo hay que sustituir las
coordenadas del punto que nos den y despejar D.
Ej/. n. AXx+By+Cz+D=0
Vector normal ( 3, 4, 5)

A A

POSICIONES RELATIVAS.

Posicion relativa de DOS PLANOS.

n.Ax+By+Cz+D =0 M:(ABCJ |V|*=(ABCD)
1. Ax+By+Cz+D =0 ' A'B' C'D

A'B'C

Rango de M Rango de M* Posicion de DOS PLANOS
Planos secantes

Planos paralelos y distintos
Planos coincidentes

secantes paralelos coincidentes

A B C D A B C D A B C D
£ — £ —# #
A B C D A B C D Al B C D



Posicion relativa de TRES PLANOS

(ABC\ |(ABCD\|n:Ax+By+Cz+D:O
M=|A' B C| M-=AB CD| T Ax+By+Cz+D=0
LA" B" C"J L n" A+ By +C"z+ D"=0

A" B" C" D"J

Rango Rango Posicion de TRES PLANOS
deM de M*

Planos secantes en un punto.

a) Planos secantes dos a dos forman una superficie prismdtica.
(3 SEC)

b) Dos planos paralelos cortados por el otro.
(2 PARAL. y 1 SEC)
a) Plano distintos y se cortan en una recta. (3 SEC)

b) Dos coincidentes y el otro los corta.
(2 COINC.y 1 SEC)

a) Planos paralelos y distintos dos a dos. (3 PARAL.)

b) Dos son coincidentes y el otro paralelo a ellosy distinto.
(2 COINC. y 1PARAL.)

Planos coincidentes.




Posicion relativa de PLANO Y RECTA

Ax+By+Cz+D=0

Si la recta nos la dan de la forma general: r =
A'x+B'y+C'z+D'=0

Y el plano de la siguiente forma a=A"x+B"y+C"z+D"=0

3 3 Rectay plano secantes

2 3 Rectay plan paralelos /47

2 2 Recta contenida en el plano




Dadas dos rectas r y s por sus ecuaciones generales:

A B C A B C D
1 1 1 A| BI CI DI
[Ax +By +Cz +D =0 S.{A"X+B"y+C"z+D":O 3 A" B C M=
"|A'x+B'y+C'z+D'=( |A"x+B"y+C"z+D"=0 "I A" B C" A" B" C" D
A" B"C" D"
Alll Blll Clll

Se estudian los rangos de My M* .

rectas cruzadas

rectas secantes

rectas paralelas

NN W(Ww
N W(w|d

rectas coincidentes

Dadas dos rectas r y s, de las que conocemos el vector director y un punto de cada una:

VECTORES \7(V1 , V2, V3), \7V(w1, w2, W3) Y PUNTOS (Xo . Yo, Zo), (X1 . Y1,, 21)

Posicién de DOS
*
j Rango de M Rango de M RECTA

M (
W, W, w,
rectas cruzadas

rectas secantes
V1 VZ V3
M = rectas paralelas

1

=|lw w, w,
X, =X, Y, =Y, Z, -2, rectas

coincidentes

Seanuy v los vectores de dos rectasry s. %\

[u-v|

uv
Cos x = Pya—
[ [v]




Sean i y ¥ los vectores normales de dos planos Ty 7T

Sea N el vector normal del plano
v el vector director de la recta.

5]

Cos f=+—
N

.\7‘

El dngulo que hay que hallar NO
es B sino « que se calcula: —> @=90°- 8

A( a, az, a3)k 1 B( bl’ b2 ’b3) d(A,B)Z\/(bl—al)2+(b2_a2)2+(b3_a3)2

La distancia entre Ay es el médulo del vector que los une.

P( ai, do, a3)
_ [4Px7]

7]

d(P,r)

A Q \r



Distancia DE UN PUNTO A UN PLANO

P
(X0, Yo, Zo) d(p _|Ax0+By0+Czo+D|
( '”)_‘ JA2+B24+C2 ‘
S m=Ax+By+Cz+D=0
VOLUMENES Y AREAS
C
AREA DEL - 7
PARALELOGRAMO: S(ABC )=‘ AB XAC A B
. 11— =
AREA DEL TRIANGULO: S(ABC)z—‘ AB XAC‘ c

2

VOLUMEN DEL
PARALELEPIPEDO: V= ‘dEt (AB, AC, AD)‘

VOLUMEN DEL TETRAEDRO: V =c|det (A8, AC, AD

SUPERFICIE ESFERICA: (x—a)’+(y-b)’+(z-c)?=r2




CALCULO DE LA BISECTRIZ DE UN ANGULO DE DOS RECTAS QUE SE CORTAN.

Llamamos bisectriz, b, del dngulo que forman las rectas ry r’a la recta que divide a
dicho dngulo en dos partes iguales.

Hay que observar que son dos las bisectrices que podemos tfrazar, para hallarlas
utilizaremos los vectores directores de las rectas ry r’.

Sean r y r'dos rectas secantes en un punto P, con vectores directores u y v, es decir:

r:X=P+A-i y r'X=P+p-v

- Si los vectores directores de las rectas tuviesen el mismo médulo, al sumarlos
formariamos un rombo, en el cual el vector suma y el vector diferencia serian las
diagonales mayor y menor, respectivamente. En este caso, las diagonales del rombo
son las bisectrices de los dngulos interiores, por tener los cuatro lados iguales y sus
dangulos iguales dos a dos.

- Si los vectores no tienen el mismo mddulo, normalizdndolos obtenemos vectores
directores de las rectas de médulo uno, y los vectores directores de las bisectrices
serian el vector suma y el vector diferencia de los normalizados. Por tanto, las
ecuaciones de sus bisectrices seran:

b,: X =P+A-(G'+v") y b,: X=P+p-(U-v')
siendo U' y V' los vectores unitariosde u 'y v.
Ejemplo
Vamos a hallar las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas

r :%z y;rZ =Z—_23 y s:(xy,z)=[12-1)+A(00). Con 1 eR
Si hallamos la posicion relativa de las rectas, obtenemos que se cortan en el punto

P(2,2,-1). Seati= (1, 2, -2) el vector director de r de médulo [ti|=3 y vV =(1,0,0) el

vector director de s, de médulo |V|=1.

Normalizando u y Vv, obtenemos G'z(E 2 —zj y V'=(1,0,0): luego las ecuaciones de las

3'3" 3
bisectrices son:

2

’_gj

b,:(x,y,z)= (2,2,—1)+A(§,—,——j b,:(x,y,z)= (2,2,—1)+|J [—

wIiN
wIN



Problemas geométricos. Procedimientos analiticos

- Haz de planos
Sea la recta de ecuaciones:
r:{AlX + By +Cz +D, =0
AXx+B,y+C,z+D, =0
Al conjunto de planos que contienen la recta “r " se le llama Haz de Planos, y cualquier
plano del haz tiene por ecuacion:

t(Ax + By +Cz +D,) + s(Ax+B,y+C,z+D,) =0 (t,s €R)

- Proyeccion de un punto sobre un plano

Cuando se proyecta perpendicularmente un punto "P" sobre un plano " se obtiene un
punto del mismo que coincide con la interseccién de dicho plano con la recta
perpendicular a este y que pasa por el punto dado.
Procedimiento analitico:

» Hallamos la recta “r”que pasa por “p“y es ! !
perpendicular a " 7" / /

> Hallamos la interseccidén de “r“con “7” y obtenemos el / 5 /
punto proyeccién “P’ / 2/

- Proyeccion de un punto sobre una recta

La proyeccion de un punto (P) sobre una recta () es el punto (P) de interseccién de

la recta con el plano (7) perpendicular a ella y que pasa por el punto.

1P

Procedimiento analitico: :
> Hallamos el plano 7 perpendicular a r y que pasa por P, i
» Hallamos la interseccién de 7 con r y obtenemos el punto |

pedido, que es el punto proyeccion 7’ &




- Proyeccion de una recta sobre un plano

La proyeccién de una recta sobre un plano es otra recta, que evidentemente estard
contenida en el plano dado.
Procedimiento analitico:
» Hallamos el plano 7' que contiene a r y es perpendicular a
> La recta proyeccién s de r sobre res la interseccién de = n’ /5
y ;

‘\_i

- Elementos Simétricos
- Simétrico de un punto respecto de un plano

El simétrico de un punto Prespecto de un plano 7 es el punto P’que se encuentra en la
perpendicular trazada desde Pal plano, de modo que Py A’
equidistan del plano.

Procedimiento analitico: =
> Hallamos el punto M proyeccion del punto P sobre el plano 7. .
» Calculamos el punto P’ teniendo en cuenta que M es el punto

medio del segmento PP’
Nota: Sean P(x;, yi, z;), P(Xz, Y2 22) ¥ M(Xm, Y, Zn) donde M es el punto medio del segmento PP’ se
verifica que: P

P

P

Xt x Y1tV _ 1tz

2 0 Im 2 m 2

Xm

- Simétrico de un punto respecto de una recta

El simétrico de un punto Prespecto de una recta res el punto P'que se encuentra en
la perpendicular trazada desde Pa la recta, de modo que Py P’
equidistan de la recta.

u=n
"

Procedimiento analitico: P
> Hallamos el punto M proyeccién del punto Psobre la recta r.
> Calculamos el punto P’ teniendo en cuenta que M es el punto '
medio del segmento PP’



Recta que se apoya en dos y pasa por un punto
La recta s que se apoya en dos rectas r; y rzdadas y que pasa por un punto £dado es
la recta que corta ambas y pasa por P,

Procedimiento analitico:

> Hallamos el plano 7; que contiene a r;y a P. )

rects 5 S EApOYA SR MY SR N
» Hallamos el plano 7> que contienea rzya P. g por s pesa
> La interseccion de los planos 7z; y 72es la recta s buscada.

Recta que se apoya en dos y es paralela a una dada

La recta s que se apoya en dos rectas r; y rzdadas y que es paralela a la recta r dada
es la recta que corta a ambas y es paralelaa r.

Procedimiento analitico:

> Hallamos el plano 7; que contiene a r;y a v
> Hallamos el plano 72 que contiene a rzy a v
» La interseccion de los planos 7; y 72es larecta s buscada.

Distancia entre dos rectas que se cruzan

Para hallar la distancia entre dos rectas r; y r» que se cruzan aplicamos el siguiente
procedimiento analitico: "

. d(rs, r)
> Hallamos el plano 7 que contiene a una de la recta (r;) y es

paralelo a la otra ().

o
> La distancias entre ambas rectas es igual a la distancia r
entre un punto de la recta r> y el plano 7 7contiene a r;

T 12




