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INTEGRALES DEFINIDAS.

1.-INTEGRAL DEFINIDA.

Sea y = f(x) una funcién continua en un intervalo [a, b].

Nota.- Para simplificar la demostracion se considera positiva, f(x) > 0, en todo punto del intervalo.

Se divide el intervalo [a, b] en "n" subintervalos (no necesariamente de la misma
amplitud) por los puntos

Y

Xo= @, X1, X2, «oey X n-1, Xn = D
asi se dispone de los intervalos cerrados

[XO’ Xl]a [Xla XZ], ooy [Xn-b Xn]

de amplitudes respectivas

I
|
|
I

hi=x1- X0, ho=X2- X1, ..., hy = Xp - Xp1 I

I

a X X X, X, X, b X
Ahora bien, como la funcion es continua en todo el intervalo [a, b], lo es también en

cada uno de los subintervalos, por lo que en cada uno de ellos alcanza un minimo absoluto,
mp,my, ...., My, y un maximo absoluto, M;, M,, ..... , M,

Trazando paralelas al eje OY por cada punto y paralelas al eje OX por los minimos

absolutos, m;, se obtienen "n" rectdngulos, denominados rectangulos interiores (ver
figura de la izquierda). La suma de sus areas es

S1=h17’)11+ h2m2+...+h,,m,,= thmk (1)
k=1

De forma similar, trazando paralelas al eje OX por los méaximos absolutos, M;, se
obtienen "n" rectangulos, llamados rectangulos exteriores (ver figura de la derecha). La
suma de sus areas es

Se= hiMy+ oMot ...+ haM=> M, 2)

k=1
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consecuencia inmediata de las figuras, es S;<Sg

Ahora bien, si se considerasen otros nuevos puntos en el intervalo [a, b] se tendrian
otros subintervalos y otros valores de las sumas de las 4reas de los rectdngulos interiores y
exteriores, S'1 y S'e. Se repite el proceso eligiendo los puntos cada vez mas proximos entre
si. Asi se formarian dos sucesiones de nimeros reales, las de:

- La suma de las areas de los rectangulos interiores:
S, S, Sy, ..., yla
- La suma de las areas de los rectangulos exteriores:
Sk, S'E, S"E, ---,

Simbolizando por m y M al minimo y maximo absoluto de f(x) en [a, b],
respectivamente, se tiene, en cada tipo de subdivision

m<m;<M;<M; m<my<M,<M;... rm<m=<M,<M
de donde
mh;+ mhy+ ... + mh, <m;h;+ mh,+ ... + m,h, <
<Mih;+ Msohy+ ... + Myhy, <Mh;+ Mhy+ ... + Mh,
Como

hi+hy+ ... +h,=b-a
mh;+ mhy+ ... + mh, =m (h;+hy+ ... + hy) =m (b - a)
mih;+ mohy+ ... + myh, = S; (1)
Mh;+ Mohy+ ... + Myh,= Sk (2)
Mh;+ Mhy+ ... + Mh,= M (h;+hy+ ... + hy) =M (b - a)

Por consiguiente:

m-(b—a)<S; +S; <M-(b-a)| (3)

que expresan cualquiera que sea la subdivision:

- La sucesion de la suma de las areas de los rectangulos interiores, Sy, S', S", ..., estd acotada
inferiormente.

- La sucesion de la suma de las areas de los rectangulos exteriores, Sg, S's, S"E, ..., esta
acotada superiormente.

- Dado que S; < Sg, ambas sumas estan acotadas.

Ahora bien, restando (2) y (1), miembro a miembro:

Seg- S;= Mih+ Moh,+ ... + Moh,- mih- mohs- ... - muh,
SE- S]= (M[- m;) h1+ (Mg- mg) h2+ .. Tt (Mn- mn) hn
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Dado que se ha supuesto que f(x) es continua en [a, b], si se consideran los
subintervalos lo suficientemente pequeios, las diferencias M; - m; pueden ser tan pequenas
como se desean.

Asi si se toman
Mpi-m;< EM>m<¢g ... M,-m,< & =
=>8Se-SEhe+rhe+ ..+ /’lncc,': (h1+/’l2+ .. T hn) E= (b - a) &

Luego para un & lo suficientemente pequefio, Sg- S;< (b - @) - & se puede hacer tan
pequeiio como se quiera.

Simbolizando por S'1 al extremo superior de la sucesion S, S, S", ...y por Se al
extremo inferior de la sucesion Sk, S'g, S, ... como

lim (Sg- Sp) =0
se cumple

Se=3S81

4

De lo que se saca la conclusion que el extremo superior de las sumas de las dareas de

los rectangulos interiores y el extremo inferior de las sumas de las areas de los rectangulos
exteriores coinciden.

Representando por S el area del trapecio Y
mixtilineo de la figura, delimitado por f(x), el
intervalo [a, b]y las paralelas aleje OX, x=ay y=f(x)
por x = b, como para toda sudivision se cumple
Si<S<Sg
Por la consecuencia anterior, (4), se verifica: X
a b
S, =5=5] 5)
De esta forma se puede definir el area del trapecio mixtilineo por
S=S:=LimS: = Lim > h.m S=Sy=LimSs = Lim > M,
h,—0 h—0 k=1 h—0 h—0 k=1

A dicho numero real se le llama integral definida de f(x) en el intervalo [a, b], y se
escribe:
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S =8:= ff(x)dx

que se lee integral definida entre a y b de f de x diferencial de x.

Los extremos del intervalo cerrado son, @ limite inferior y b limite superior de la
integral.

2.- SIGNO DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

En la expresion anterior se ha considerado a la funcién positiva en todo punto del
intervalo [a, b]. En esta situacion, al ser my, M;, h; positivos, también los son los productos
hiMy y himy y sus sumas S;y Sg, y en consecuencia la integral definida (limite de sumas);
luego

b
Si f(x)>0 en [a,b], = jf(x)dx>0

Si la funcién f(x) es negativa en todo punto de [a, b], hx son positivos, pero my y My
son negativos, por lo que son negativos los productos fmy y hiMy y también lo son sus
sumas. Por tanto, si f(x) <0 su integral definida es negativa.

b
Si f(X)<O en [a,b], = jf(X)dx<O

Como el area es una medida, se debe expresar como niimero positivo; por lo que en el
presente caso el area (no la integral definida) es

S = ff(x) dx

Se insiste en que la integral definida puede ser positiva o negativa, mientras que el
area del trapecio mixtilineo hay que considerarla como niimero positivo.

3.-PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

Nos limitaremos Unicamente a enunciar las propiedades de la integral definida.

I.- La integral definida de una constante por una funcion es igual a la constante por la
integral definida de la funcion.
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Para K = constante:

fK f(x)dx =K - j bf(x) dx

II.- La integral definida de la suma algebraica de funciones es igual a la suma
algebraica de las integrales de las funciones sumando.

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en [a, b],

| [F()+ g()]d = | fdes | e

IIl.-Sia<b y f(x) < g(x), se tiene:

f f(x)dx < fg(x)dx

. ff(x) de=- [ Sy

4.- TEOREMA DE LA MEDIA.

Si la funcidén f(x) es continua en [a, b], existe en dicho intervalo al menos un punto

x =& tal que verifique:

j F()dx = (a—b)- £(&) :

En efecto, siendo m y M los minimos y maximos absolutos de f(x) en [a, b], se tenia
b
m-(b—a)ij(x)deM-(b—a)

como, en general, b >a, b-a> 0
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mSLJ‘f(x)deM
b—a J.

de donde

P LG

siendo u tal que m < u < M.

Dado que f(x) es continua, dicha funcidén toma todos los valores comprendidos entre
my M; por tanto, para un cierto valorde la x, x=& (a<& <b), serd

FE=p— j Fdx = £(&)-(b—a)

Nota.- En la figura, (b - a)- f(§) representa el area del rectangulo punteado, cuyo
valor coincide con el area del trapecio mixtilineo.

5.- FUNCION AREA. DERIVADA DE LA FUNCION AREA.

Sea una funcion f(x) continua en un intervalo I. Si se consideran los puntosx =a y
x, punto genérico del mismo. Se define la funcién area A(x) por el recinto del plano
delimitado por la rama de la funcion f(x) entre x =a y x, el eje OX y las rectas
ordenadas x = a y x (en la figura recinto rayado en vertical).

Se considera un punto suficientemente y
proximo a x, x+dx, dentro del intervalo I; la funcién
area adapta el valor A-(x + dx) (en la figura, recinto f(©) i ““““““ b
rayado en horizontal). I R D

Sea la diferencia A(x + dx) - A(x), (en la _ A
figura recinto rayado tinicamente en horizontal). Por _’r | SEdEE
el teorema de la media: 0 P X X

X+dx

J(x)dx = (x+dx—x)- f(5);

es decir
A(x +dx) - A(x) = f(&) dx
de donde
A(x+d)— A(x)
dx

=1()
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Haciendo tender dx — 0, P'tiende a P, y por tanto, f(&) tiende a f(x). Como, por
otra parte, se tiene

Lim A+ ‘; ) =AW _ 4= [0 =7
dx—0 X

que senala que la funcion drea es una primitiva de la funcion f(x).

La consecuencia anterior nos abre un importante camino para la determinacion del
area de figuras planas, apoyandonos en la obtencion de funciones primitivas.

6.- REGLA DE BARROW.

De lo anteriormente expresado se puede deducir:

b
A(x) = J‘f(x)dx
Si F(x) es una primitiva de f(x), se tiene que:
b
A(x) - F(x) = K (constante) = jf(x)dx =F(x)+K
Para x = a resulta
b
J‘f(x)dsz(a)JrK;
como
b
J-f(x)dx=0—>O=F(a)+K

de donde
K=-F(a)

Fijando x = b, resulta la llamada férmula de Barrow

[ f@dx=[F)], = Fb) - F(a)

donde F(x) es una primitiva de f(x).
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