INTRODUCCION. FUNCIONES. LIMITES.

Este tema lo iniciamos recordando el concepto de funcién y dando algunas nociones basicas sobre
funciones, para dar paso al estudio del limite de una funcién, calculo de limites de funciones y
continuidad.

En este tema la intuicién juega un papel definitivo. Se ha procurado evitar en lo posible las

formalizaciones rigurosas, ya que muchas veces formalizar lo que intuitivamente esta claro no
aporta mas claridad.

De los tres conceptos que se estudian es este tema, funciones, limites y continuidad, el primero y el dltimo
son muy sencillos de comprender.

Las funciones estan presentes en la vida cotidiana: «espacio que recorre un moévil en funciéon del tiempo»,
«crecimiento de una planta en funcién del tiempo», «coste de cierto papel en funcién de la cantidad»,
«aumento o disminucion de la temperatura del agua en funcién del tiempo», ...

Una linea continua es una linea que no se corta, que no se rompe, que se puede dibujar en un papel sin
levantar el lapiz.

La representacion grafica de una funcién continua es una linea continua.

El concepto de limite de una funcién es algo mas complejo, a pesar de explicarse como un paso intermedio
entre las funciones y la continuidad.

CONCEPTO DE FUNCION

Dados dos conjuntos D e I, se dice que f es una funcién definida en el conjunto D y tomando valores en el
conjunto I cuando a cada elemento de D se le asigna uno y s6lo un elemento de 1.

Se representa por: f:D — |

El conjunto D recibe indistintamente los nombres de conjunto origen, conjunto inicial, dominio de la funcion, o
campo de existencia de la funcion, y se representa por Dom(f).

Un elemento cualquiera del conjunto D se representa por la letra x, y es la variable independiente.

Cada elemento x de D tiene por imagen, mediante la funcion f, un elemento de I que se representa por y y es
la variable dependiente. Esto se expresa escribiendo y = f{(x).

El conjunto I es el conjunto final y los elementos que son imagen de algtin elemento de D forman el conjunto
imagen (Im(f)) o recorrido de la funcién (f(D)).

f:D—-1

x=>fx)=y



FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Se llama funcidn real de variable real a toda funcién definida de un subconjunto D de los ndmeros reales, en
el conjunto R de los ntimeros reales, tal que a cada elemento x de D le corresponde uno y sélo un elemento y

deR:
f:D->R

x- f(x)=y

Para que una funcién quede correctamente definida es necesario determinar:

v El conjunto inicial o dominio de la funcion.

v El conjunto final o imagen de la funcién.

v' La regla por la cual se asigna a cada elemento del conjunto origen un solo elemento del conjunto

imagen.
Asi, por ejemplo, la funcién definida por:
ffR->R
x — x?

asigna a cada nimero real su cuadrado.

Tiene por conjunto origen o campo de existencia todos los niimeros reales, pues dado cualquier nimero real
x, siempre es posible calcular su cuadrado, siendo el resultado otro nimero real.

Tiene por conjunto imagen todos los numeros reales positivos, puesto que el cuadrado de un nimero
siempre es positivo:
Im(f) = R*

La regla de asignacidn es «dado cualquier nimero real x, calcular su cuadrado para obtener la imagen».

Ejemplos. Cdlculo de dominios de definicion o campos de existencia de una funcion:

1
@Hallar el dominio de definicién de la funcién fdefinida por: f(x) = 2

Resolucion:

1

x—2

¢ La funcién anterior asigna a cada niimero x, el valor:



El campo de existencia estd formado por todos los nimeros reales x, para los que su imagen esta definida

mediante la funcién f.

1
La expresion —2 esta definida por todos los nimeros reales, salvo para aquellos que anulen el

denominador, puesto que la expresion 1/0 no es un niumero real. El denominador (x - 2) se anula cuando x =
2.

Por tanto, el dominio de definicién de la funcién es: R — {2}.

Su representaciéon mediante intervalos es: Dom(f). = (-, 2)@ (2, +)

@ Hallar el campo de existencia de la funcién g(x) = +Vx% —9

Resolucion:

e Laexpresion Vx2 — 9 estd definida cuando el radicando es mayor o igual que cero, puesto que las
raices cuadradas de los nimeros negativos no tienen sentido en el conjunto de los nimeros reales.
Por tanto, se trata de hallar qué valores de x hacen que x? —9 > 0.
e x2-9>0=>x?29=|x|=23=-3<x<3.

Luego Dom(g) = (-8, -318 [3, +B))

1
xX2—x—6

@ Hallar el dominio de la funcién definida por: h(x) =

Resolucion:

e Laexpresion p esta definida cuando el denominador no se anula.

x2Z—x—

X>—x—6=0 =x=

1i\/1+24_ x;, =3
2 _{x2=—2

e Por tanto, al campo de existencia pertenecen todos los niimeros reales excepto el 3y el -2.
Luego Dom(h) = (—90,-2) U (-2, 3) U (3, +00)

g - _ 1 . . N s
@ Dada la funcién f, definida por f(x) = NEEeT hallar la imagen de los niimeros: -3, 0, 3 y 5. ;Cual
es su dominio de definicién? ;Hay algiin nimero que se transforme en el 0?
Resolucidn:
[ ]
F(-3) = = — FO) =
JE3)2+2 Vil V2




Campo de existencia:

o El denominador nunca se hace cero, ya que x2+2>0 para cualquier x € R. Por lo tanto el
dominio de definicién de fes toda la recta real R.

Para responder a la pregunta siguiente, hay que estudiar si existe algiin nimero x, tal que f{x) = 0. Si
1

Vx2+2

= 0 = 1 = 0. Absurdo. Asi pues el ‘0’ no es imagen de ningdn nimero.

REPRESENTACION DE UNA FUNCION

La representacion grafica de una funcidon permite visualizar de un modo claro y preciso su comportamiento.
Una funcioén f asigna a cada numero x del conjunto origen, un nimero y = f{x) del conjunto imagen.

El conjunto de los pares de ndmeros (%, y) determinados por la funcién recibe el nombre de grafo de la
funcién.

Para obtener los pares basta con dar valores a la variable independiente x, y obtener los correspondientes de
la variable dependiente y, formando asi una tabla de valores de la funcidn.

Una vez obtenidos los pares de nimeros, se representan en un sistema de ejes cartesianos, que consiste en dos ejes
perpendiculares que se cortan en un punto, llamado origen de coordenadas, y representado por O; el eje horizontal
recibe el nombre de eje de abscisas, y en él se representan los valores de la variable independiente; el eje vertical
recibe el nombre de eje de ordenadas, y en él se representan los valores de la variable dependiente. Cada par de
numeros corresponde a un punto del plano. Uniendo todos los puntos, se obtiene la grafica de la funcién.

OPERACIONES CON FUNCIONES

Suma de funciones
Sean f y g dos funciones reales de variable. Se llama suma de ambas funciones, y se representa por f+ g, a la funcién
definida por

(F+ g (x) =T+ Q(x)
Vx€Domf|Domg = Vx€ [(Domf) n (Dom g)]
Resta de funciones

Del mismo modo que se ha definido la suma de funciones, se define la resta de dos funciones reales de
variable real f y g, como la funcién

(f = &) () =T0x) - g(x)
Vx €Domf|Domg = Vx€ [(Domf) n (Dom g)]
Producto de funciones

Sean fy g dos funciones reales de variable real, y definidas en un mismo intervalo. Se llama funcién producto
de fy g ala funcién definida por

(F-g) [x]=Tix]- 5x)



Vx €Domf|Domg = Vxe€ [(Domf) n (Dom g)]
Cociente de funciones

Dadas dos funciones reales de variable real, fy g, y definidas en un mismo intervalo, se llama funciéon
cociente de fy g a la funcién definida por

flx)

5‘“3':ﬁ

Vx € [(Dom f) n (Dom g)] menos aquellos valores de x que hacen 'g’ se anule

Producto de un niimero por una funcién
Dado un nimero real a y una funcion f, el producto del nimero por la funcidn es la funcién definida por

w-Fix)i=afx)

Ejercicio: operaciones con funciones

@ Sean las funciones f(x) =3x+ 1,y g(x) = 2x - 4.
Definir la funcién f + g y calcular las imagenes de los nimeros 2,-3y 1/5.

Resolucién:
® La funcion f+ g se define como (f+g) (x) =fix)+g(x)=x+1+2x-4=5x-3.

®(f+g)(2)=5-2-3=7
(F+9) (-3)=5(:3)-3=-18
(f+g)(1/5)=5-1/5-3=-2

Obsérvese que si se calculan las imagenes de f y g por separado y se suman, el resultado es el mismo.

Por ejemplo, para la imagen del 2,
F21=3-2+1=7
ai1=2-2-4=0

}E“QII (2)=7+0=7
@Dadas las funciones f (x) = x2-3, y g(x) = x + 3, definir la funcién (f- g)(x).
Calcular las imagenes de 1/3, -2 y 0 mediante la funcién f- g.
Resolucion:

O o) (W)= F) - o) = x? -3 (x+ T = -3 x-F=xd - x- 6
*f-g) (ﬁ]l = Ii"ﬁ]' -1/3-b=-5/9

(f -5 (-2)=(-2F ~(-2)-6=10
(F — g (0 DF 0-6=-5



Calculando las imagenes de los numeros mediante las funciones f y g por separado, y efectuando la resta, se
obtiene el mismo resultado.

@ Dadas las funciones f(x) = %— 3 y g) = 2x+ 1, definir la funcién f-g.

Resolucion:

o(7g) (x) = () g(x) = [33] @x )= 2= Lix-3

Calculando las imagenes de los numeros mediante las funciones f y g por separado, y multiplicando
después, se obtienen los mismos resultados.

@ Dadas las funciones f{x) =—x—-1,y g(x) = 2x + 3, definir f/g. Calcular las imdgenes de los niimeros -1,
2 y 3/2 mediante f/g,

Resolucién:

li :;Fl:_}{:_}{_1
79 200 T a3

La funcién f/g esta definida para todos los nimeros reales, salvo para x = -3/2, donde la funcién g se anula.

ol licn = ca [ El =2 (23] - 2845
[Q]HII 1 D'[g]':zjI ?'[g][z] E 12

Calculando por separado las imagenes de los nimeros mediante las funciones f y g, y después efectuando
su cociente, se obtienen los mismos resultados.

@ Dada la funcidn f(x) = x2 + x - 2, calcular 3-fy % -f.

Obtener las imagenes de los ndmeros 2, 1 y 0 mediante la funcién 3 - f.

Resolucion:
®(3 ) () =3 () =3 (x* + x-2) = 3%+ 3x- B

] 1 :l- :1 + o —
[5 f] (0 = 5704 3(><7- %-2)
®3 A (2)1=3-22+3.2-6=12
®3 A (1)=3-1°+3-1-6=0

*3-f){0)=3-0°+3-0-6= -6



COMPOSICION DE FUNCIONES

Dadas dos funciones reales de variable real, fy g, se llama composicion de las funciones fy g, y se escribe go f,
ala funcion definida de R en R, por (g o f)(x) = g[fx)].

La funcién (g o f)(x) se lee « fcompuesto con g aplicado a x ».

R—> R—I5 R

x—— f(0) — glf (x)]

Primero se aplica la funcidn f sobre x, y después actia la funcién g, sobre f(x).

Calculo de la imagen de un elemento mediante una funcién compuesta
Para obtener la imagen de la funcién compuesta aplicada a un nimero x, se siguen estos pasos:
1. Se calcula la imagen de x mediante la funcion f, f{x).

2. Se calcula la imagen mediante la funcién g, de f{x). Es decir, se aplica la funcién g al resultado
obtenido anteriormente.

Ejercicio: composicion de funciones

@ Sean las funciones f{x) =x+ 3y g(x) = X2, Calcular g o f y la imagen mediante esta funcién de 1, 0 y -3.

Resolucion:

®(gof) (%) = ()] = gl + 3] = (+ 3

R—— R—I5 R

- - 2
¥ = fx)=x+3 = Gf(x)]= glxr3) = (x+3)
® [.a imagen de dos niimeros 1, 0, -3, mediante la funcién g o fes:

(gof) (1)= ¢[f(1)] = g(1+3) = gi4)
(gof) ) = gf(0)] = gD +3) = g3) = F* =9
(gof) (-3) = gf(-3)] = (-3 +3] = 90) =02 = D

@ Dadas las funciones f{x) = X2 +1, y g(x) = 3x - 2, calcular:
a)(gof) (%)
b) (fog) (x)
)(gof) (M y (fog) (-1)
d) El original de 49 para la funcién g o f.



Resolucion:

&) La funcidn gof esta definida par:

R— - R—I5 R

X —— F0) = 32 01— ] = g+ 1) =3x2 4 - 2=
=3x?+3-2=31"+ 1
Bl La funcidn fog estd definida par:

R—2 R—S R

X —— glx) = 3x-2 —= f[gix)] = (Fx-2F +1=
=0+ 4 125+ 1= 95" - 12x+5

Ohsérvese que gof # fog.

c) Aplicando los resultados de los apartados anteriores:

(gof)(11=3-F+1=4
(Fog) (-1)= 9 (-1 —12{-1)+ 5= 26

o) El original de 43 para la funcidn gof sera un ndmero x, tal que (g of) (%) = 49

(gof)(x) = 3x2 + 1 = 49. Basta con resolver esta ecuacion.

B 41240 = x° =16 = x = +4

FUNCIONES SIMETRICAS

Funciones pares
Una funcién fes par cuando cumple f(x) = f{-x).

Es decir, las imagenes de valores opuestos coinciden.

F12)= F(-20, F(3) = £(-3), f[%] = ;F[%]

Por coincidir las imagenes de valores opuestos, la grafica de una funcidn par es simétrica respecto del eje Y.



Funciones impares

Una funcién fes impar si cumple f(x) = -f(x).

A valores opuestos de x corresponden imagenes opuestas. (La imagen de 2 es la opuesta de la imagen de -2;
laimagen de -1 es la opuesta de la imagen de 1...).

Por corresponder a valores opuestos de x, imagenes opuestas, la grafica de una funcién impar es simétrica
respecto al origen de coordenadas.

Ejercicio: ejemplos de funciones pares e impares

@ Indicar cuales de estas funciones son pares:  f(x) = x?; g(x) = 3x + 2; k(x) = |x|.

Resolucién:

fl) =x*

= f(x) = f(—x) = Lafuncién f{x) es par.

f(=0) = (=x)? = 2

gx)=3x+2
= g(x) # g(—x) = Lafuncién g(x) no es par.
g(—x) =3(—x)+2=-3x+2

k(x) = |x|
= k(x) = k(—x) = Lafuncién k(x) es una funcién par.
k(=x) = |—x] = |x]|

@LCuéles de estas funciones son impares?: f{x) =x; g(x) =x3; h(x) =x+ 1

Resolucion:

fx)=x

= f(—x) = — f(x) = Esta funcién es impar.

f(=x) = —x =—f(x)

g0) =x°
= g(—x) = — g(x) = Esta funcion es impar.

g(=x) = (—x)° = x> = —g(x)



h(x) =x+1

= h(—x) # —h(x) = h(x) no es una funcién impar.
h(—x)=—x+1)

Funcién inversa

Dada una funcién f(x), su inversa es otra funcién, designada por f1(x) de forma que se verifica:
Si  f{a) = b, entonces f1(b) =a
» Pasos a seguir para determinar la funcién inversa de una dada:
o Despejar la variable independiente x.
o Intercambiarlaxporlay, ylay porlax.
La funcién asi obtenida es la inversa de la funcién dada.
Las graficas de dos funciones inversas son simétricas respecto de la bisectriz del 1er cuadrante y del 3er

cuadrante.

Ejercicio: cdlculo de la funcion inversa de una dada

@ Hallar la funcién inversa de y = 5x- 2, y representar las graficas de ambas funciones en el mismo
sistema de ejes.

Resolucion:
y+2

5
; . . x+2 o
e Se intercambian ambas variables: 'y = — yestaes la funcién inversa

f@=5x-2e 0=

eSedespejalax: X =

@Hallar la funcién inversa de Yy = +v X, en su campo de existencia, y representar las graficas de ambas
funciones en el mismo sistema de coordenadas.

Resolucion:

El campo de existencia de la funcién y = +v X, son todos los nimeros positivos incluido el cero.

e Se despejalax: x=y?
e Se intercambian ambas variables: y =xZ

e La funcién inversadey = +Vx es y=x? = f(x) = +/X = f~1(x) = x?



@Hallar la funcidén inversa de y = -x + 4, y representar las graficas de ambas funciones en el mismo sistema
de ejes.

Resolucidn:
eSedespejalax: x=—-y+4

e Se intercambian ambas variables: y = —x + 4
e En este caso la funcion dada coincide con su inversa.

LIMITE DE UNA FUNCION

Idea intuitiva de limite de una funcién en un punto

El limite de una funcidn y = f(x) en un punto Xy es el valor al que tiende la funcién en puntos muy
préximos a Xp.

Idea intuitiva de limite

Considérese la funcién lineal y =2x+ 1. ;A qué valor se aproxima la funcién, cuando x se aproxima al
valor 3?

Resolucidn:
o Si se quiere estudiar el [imite de esta funcién cuando x tiende a 3, hay que ver los valores que toma la

funcién en puntos muy proximos a 3.
e Para ello se puede hacer la siguiente tabla de valores:

X y
2,9 6,8
2,99 | 6,98

2,999 | 6,998

2,9999 | 6,9998
3,0001 | 7,0002

3,001 7,002
3,01 7,02
3,1 7,2

e Se observa que al tomar valores de x muy préximos a 3, ya sean mayores o menores que él, sus imdgenes
se aproximan al valor 7. Cuanto mayor es la proximidad de x a 3, mayor es la proximidad de f{(x) a 7.

Esto se expresa diciendo que, cuando x tiende a 3, el limite de la funcion y = 2x + 1 es 7, y se escribe

lim(2x+1) =7
x—3



LIMITES LATERALES

SE| fimie por fz iZgwierda de una funcidn i = fx), cuando xtiende a 2, es el
valor al que tiende la funcidn para puntos muy praximaos a g ¥ menares que ;.

Fara expresar ellimite por la izquierda se escribe  lim (%)
Ky

SE| jimie por fz derecha de una funcidn v = f(x), cuando x tiende a x4, es el
valor al que tiende la funcidn para puntos muy praximaos a g ¥ mayores que .

Fara expresar el limite por la derecha se escribe  fim £(x).

x— it

Relacién entre el limite y los limites laterales de una funcién

El'limite de una funcidn i = f{x) en un punto x; existe si y sdlo siexisten los
limites laterales y coinciden:

i fix)=te Nm Flx) = lim f(x) =

) ey Hay
Si se verifica esto, y  es un niumero finito, se dice que la funcién es convergente.

En el ejemplo anterior los limites por la derecha y por la izquierda coinciden:

b +1)= I +N =7
J @)= g @)

PROP. DE LOS LiM. DE FUNCIONES

=i una funcidn f{x) tiene limite cuando x tiende a 2, el limite es unico.

Esto se puede escribir también asi:

Si dim fd =
K_>-x-‘:l 1]
P=
v dim e =i
X—:"X,:,

Ejercicio: calculo aproximado de limites
lalulalalalalalalalalalalulalalalalalmlalalalalaalalblalalalaalaalblululalalalalalblmllalalaladalml)alalalalalalmYmlululalalalmlm mlalalaalalalmlml ) lalalalalulmlal ] lalaalmlm el alalalalalmlal alalalalalalklalalalalaalmlmll L]

Sea la funciéon definida por



xz, gix# 2

F,osix=2

;Cudl es su limite cuando x tiende a 2?7

Flx) =

Resolucién:

Para calcular el limite de la funciéon cuando x tiende a 2, puede hacerse una tabla de valores para puntos de
abscisa préximos a 2:

Se observa que cuando x tiende a 2, tanto por la derecha como por la izquierda, la funciéon tiende al valor 4.
Por lo tanto,

firn (2 = W flxi=4 & lImfx) =4
2T H—a2t H—2
1, six<3
& Sealafuncidn f(x1={"
ea la funcidn f(x) {X—E w3

(A qué valor se aproxima la funcién cuando x se aproxima a 3?

definida en R -{3}.

Resolucion:

Cuando x se aproxima a 3, tanto por la izquierda como por la derecha, la funcién se aproxima al valor 1. Por
lo tanto,

i flx) =1

=33

Obsérvese como se pone de relieve que el valor del limite de una funcién en un punto es independiente del
valor que la funcién tome en ese punto.

En este ejemplo, el limite de la funcién en el punto 3 es 1 y sin embargo, la funcién ni siquiera esta definida
en él.

LIMITE DE UNA FUNC. EN UN PUNTO
1. Se dice que una funcion f{x) converge, en el punto X(), hacia el valor ], o que

su limite en xp es ), yse escribe i f{x) = ), cuando a valores muy proximos a
P

X( corresponden valores de la funcién muy préximos a /.

La definicién anterior se puede concretar mas:



2. Una funcidn f{x) converge hacia I en x, o tiene por limite I en x(, cuando para todo entorno de I de radio
B, E(l, @) = (I - B, I + @), hay un entorno de x de radio @, E(xq, @) = (xq - B, xg + @), tal que para cualquier x
de E(xq, @), suimagen f{ x ) esta en E(I, @).

O bien:

3. Unafuncion f{x) converge hacia fen x, otiene por limite fen x5, cuando para cyalquier B > 0, existe
un @ > 0 tal que si

0 <|x—xp| <& =|fx)-1| <=

Limites infinitos

LIna funcidn es divergente cuando su limite es +w § -«

Se estudiaran los siguientes limites:

1. fim fix) = 2=
Hriy

2. 0w X)) =
H— o

3. lim fix) = e
K=yt

*Casol1. [im fix)==
x—=x,

=ea la funcidn fx) = 1—2
X

Para calcular el limite de esta funcién en el punto x = 0, hay que estudiar los valores que toman las imagenes
de puntos préximos a 0. De la observacion de la grafica de la funcién se deduce que:

Para valores préximos a 0 y menores que 0, la funciéon toma valores cada vez
mayores. Esto significa que  fim 1fx2 = 4o,
w0~

Para valores préximos a 0 y mayores que 0, la funcién toma valores cada vez
mayares. Esto significa que  tim ’I,fxz =+,
x—=0%

FPuesto que  fim 1,er2 = lim 1,fx2 = +w  gntonces M 1,er2 =t
== x—0 =0

En el caso de la funcidn glx) = —1;'rx2 . el limite de la funcidn cuando xtiende a0 o5 - o

Para valores préximos a 0 y distintos de 0, tanto por la derecha como por la izquierda, los valores que toma
la funcién son cada vez menores.

eCaso2. fim #(x)=!

X— i



. X
=ea la funcidn y = —.
¥
Observando la grafica de la funcidn, se ve como a medida que x toma valores cada vez mayores, la funcién se
aproxima mads a 1. Por lo tanto, el limite de la funcién cuando x tiende a infinito es 1.

N i=1
oo =]

De la observacion de la grafica se deduce que a medida que x toma valores cada vez menores, la funcion se
aproxima mas a 1. Por lo tanto, el limite de la funci6n cuando x tiende a -@ es también 1.
: X
i —— =1
oo 2 =

*Casod. limfix)=1z=
X —pen

Seala funcioén f{x) =x + 5.

Observando la grafica se ve claramente que cuando x tiende a mas infinito, la funcién también tiende a mas
infinito. Es decir, a valores cada vez mayores de x, corresponden valores cada vez mayores de la funci6n.

Fortanto, fee(x+30) = +e.
P

Cuando x toma valores cada vez menores, la funcion también toma valores cada vez menores. Por lo tanto,

I (x+8) = -,
e

Si se estudian los limites en el infinito de g(x) = -(x + 5), se tiene:
fim=-({x+5) = -m
s—yeo
i =[x +5]= +=

Mo

Es decir, cuando x toma valores cada vez mayores, x @, Ia funcién toma valores cada vez menores, g(x)

Y cuando x toma valores cada vez menores, X @, la funcién toma valores cada vez mayores, g(x)



OPERACIONES CON LIMITES DE FUNCIONES

sean fygdosfunciones tales que: lim FX) = Ay lim glx)= B

My, M,
Limite de una suma de funciones

El limite de una suma de dos funciones convergentes, es igual a la suma de los limites de cada una de ellas:
lim (F+ g (%)= lim Flx+ mglx)=A+B
H—hy g g
Limite de una resta de funciones

El limite de una resta de dos funciones convergentes, es igual a la diferencia de los limites de cada una de
ellas:

lm (- (x) = lim Fix)- lim glx)= A-8B
Ky, B

— Xy M

Limite de un producto de funciones

El limite de un producto de dos funciones convergentes, es igual al producto de los limites de cada una de
ellas:

e (el ()= lim f(x) lmaglx)=A B

Kby Hr Ky Hh

Limite de un cociente de funciones

El limite de un cociente de dos funciones convergentes es igual al cociente de los limites de cada una de ellas,
si el denominador no es nulo:

, fivn £
I [—] (x) = e BN [siempre que S8 #0)
x5 g Kf_ffg% gx) B

Ejercicio: limites de suma, resta, producto y cociente de funciones
PERARFARRRARRARRARRRARRARARARARRRARARARRARARARRPRAPARARARARIARARARIARARARRAARARARARAARAARARARARARARARRRARARAPRAARARARPARAAARRARRARARRAREARAE A

D Siflx)= 52 +2 yglx) = 1;; caloular J'."n;l[f + g1 (%], IF =g (%), (F-ag) ()

rinfg)e

Resolucion:

Iy e
H—3 =3



® iimflx1=32+2=11y Iam glx) =

x5
® jraf+ ) () dim FO+ gl =11+ 1.3
73 #—+3 P 3 3
. 1 _ 32
® fimif- =N-—==
Jim(f-g) () 573

® G Fg) () = M F(x) - dimoglx) = —

X3 X3 H—a

. e [g] ()= LA 33

X3

2

CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES (1)
Calculo del limite de funciones polinémicas
Una funcién polinémica es una funcién del tipo:
Flx) = au+a1x+azx2+ o rayx”
Para estudiar el calculo de su limite, se distinguirdn dos casos:

A. Limite de una funcion polindmica en un punto x; finito

El limite de una funcién polindmica en un punto x es igual al valor que toma la funcion en ese punto:

I."m(a;,+a«|x+ap_x2+ LotapxT) = a|;,+a1;sq;,+azx,;, o +an”

b,

B. Limite de una funcién polinémica en el infinito

El limite de una funcién polinémica en el infinito es +@ 6 -8, dependiendo de que el coeficiente del término

de mayor grado del polinomio sea positivo o negativo:

firm &g + & x+azx2 + .. +a,x"=+« 5ia,es positivo.
Koo

im ag + & X+-5'2.3<2 + ... +a,x"=-w s a,esnegativo.
o

Ejercicio: calculo de limites de func1ones pollnomlcas



D Calcular dim 4x° - 3x - 2.
x—=-1
Resolucion:

fim 8?3 -2 =4 (-1 -3-N-2=-4+3-2= -3

x==1

@ Calcular dim 3+ 52 - 453y im §x3 +Ex—5.
Hsem Hsew 2
Resolucidn:

3+ x4 = - w, ya que coeficiente del té rmino de mayor grado es - 4,
oo

Ifrm B—x3 +§x—5 = + o, puesto que el coeficiente del término de mayar grado,
Hyom

[alelalalalalalalalalEllalal alalalalalalalzlelalalalalalalalEllalal

Calculo de limites de funciones racionales

Unafuncignracional es una funcian del tipo f(x) = @,dnnde Flx) y Q{x) son polinomios.

(ix)

Para estudiar el limite de una funcidn racional, se distinguiran dos casos:

A. Limite de una funcidn racional en un punto x; finito

Puesto que una funcidn racional es el cociente de dos polinomios, para calcular su limite puede aplicarse la
regla para el calculo del limite de un cociente de dos funciones:

; Py i P
i = =
o 0 Q00

Tanto el limite del numerador como el del denominador son limites de funciones polindmicas, cuyo calculo
se explico en el apartado anterior.

Al efectuar estos limites pueden darse varias situaciones.

A, El Fite del denominadar es distinto de cero: I Q(x) 20
B 3,

Se calculan en este caso los limites de P(x) y Q(x) como funciones polinémicas y se halla su cociente.

A2, El lite del denominadar es cero; i Q(x) =0
M,

Si el denominador se anula en x, puede ocurrir que el numerador también se anule en x(, o que el

numerador no se anule en X0-

A2 Eilimite del numeradar tarmbgn escero; im Q0 =0y dm P =0
Ky K,



. 1 . L
En este caso se obtiene el resultado ik que esunaindeterminacidn.

Para resolver esto basta con tener en cuenta que si Q(xy) = 0y P(xg) = 0, x( es raiz

Flxl

de los palinomios Py Qi, ¥ por tanto el cociente @ se puede simplificar

Una vez hecha la simplificacién, bien dividiendo P(x) y Q(x) entre x - x; 6 bien aplicando la regla de Rulffini, se
vuelven a calcular los limites de los polinomios ya simplificados.

A.2.2. El limite del numerador no es cero.

fire P

P . . . ‘s =¥
El imite del cociente da como resultado |a indeterminacion ~—22

Para resolver esta indeterminacion es necesario estudiar los limites laterales de la
funcidn fix) = P{x)fQ(x), en el punto x;.

Si ambos limites laterales son iguales, la funcidn tiene por limite su valor. Si no son iguales, la funcién no
tiene limite.

Ejercicio: calculo de limites de funciones racionales (x @ x())

(T Caleular el limite de la funcidn () = “ 7 cuando x—s 1.
3 + 4

Resolucion:

2@ fm2d -

iirm 5 = 5 = _—

23k + 4 fimE3x ) 7

w1
@ Calcular el limite de la funcidn g(x) = -2 _EK+12, cuanda x — 2.
2 *3x =10

Resolucién:

o X 2F -Bx+ 12 ;ﬂ(;ﬁ-zxz-axwzj _2%-22%2-5-2+12 0
=2 x?+3x-10 fim (%% + 3x - 10 22+3.2-10 0

2

Esta indeterminacidn se resuelve simplificando el cociente. Aplicando la regla de Ruffini, se obtiene la
descomposicidn de los polinomios P(x) = x3 - 2x2 -6x+12y

Qx) =x2 +3x-10.

Descomposicion factorial de P(x):



T 0 -6 0 ppg=xd-2- e 12- (x-2 (2 - 6)

Descomposicién factorial de Q(x):

3 -10
2 2 10

5 0 Qi) =x?+3—10=(x-2) (x+5)

El limite del cociente P(x)/Q(x) es:

K-k -Bx 12 . (k- ix -8B, (% -8 -2
hire = = lim ==
%02 2 +3x-10 xo2 (x-2)(x+8)  xs2 (x+8) 7

. . I - dx

@ Calcular el limite de la funcidn fix) = — cuando x —= 0.
Resolucion:

: 2

v fir(dxs - 4x)
® i B 24X 50 : = — indeterminacian.
=0 X fir a
=0

Se simplifican numerador y denominador:

2 - -

lirn EL g lire FEx-4) lirn 3 -4 = -4

#=0 X =0 ¥ -y

@ Calcular lim .

=3 (%= 3)

Resolucion:

. 1 _ 1 1 S
Ity = = — == =, indeterminacian.
x=3(x-3) fim(x-3 U

x=3

Para resolver la indeterminacion se estudian los limites laterales de la funcién en el punto xg = 3.

e 1
I 1 = 23 = 1 =
2 : 2
531 (- 3) fim (-3 U
x=3t

+ oo




1 xﬂgj _ 1

fim - = Tt
#=3 (% - 3) b (k-3 O
H=3
®Como los limites laterales coinciden,  im _1 5=t
=3 (x - )

& Calcular el lirnite de la funcidn f(x) = % cuando x — 1.

Resolucién:

lirn 1 1
® fim = __x = —, indeterminacidn
alx-1 dim(x-1 0O
x—1

Se estudian los limites laterales:

e 1
1 = X_:’1+ = l = 4+ o
a=tx -1 dm(x-T O
i
lirea 1 . X@J 1.
" x=1 dim(x-T 0O
="

Como los dos limites laterales no coinciden, la funcién f{x) = 1/(x - 1) no tiene limite cuando x tiende a 1.

CALCULO DE LIMITES DE FUNCCIONES ( II )
B. Limite de una funcion racional en el infinito

Las reglas de calculo de limites de funciones cuando x @AAMA, son las mismas que las empleadas para limites
de sucesiones.

El limite de una funcién racional cuando x B@RRA, es igual al limite del cociente de los términos de mayor
grado del numerador y denominador.

n

Si Pl =zagrayx+ra i+ . +ayx
Q) = dy+ B byt o+ b x™

n
. &pX
= Jim 22

PL - e Gyt Ktaxt L tayx”
xow QU] xmw e R e byt e L+ By x™ xow by

| —_

El valor de este limite depende del valor que tengan ny m:



Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador (n > m), el limite es @@, dependiendo
de que los signos de los cocientes a,, y by, sean iguales o distintos.

Si el grado del numerador es igual que el grado del denominador (n = m), &l limite es el cociente &, /&,, .

Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador (n<m), el limite es 0.

E]erc1c10 calculo de limites de funciones rac1ona1es x@

BEEEREEEERERE [ulalelelelalallalalulula el ]kl alaaE ] ) [alulalalellelalalalalalelallalalalalEkllellelalalEsll sl alalEs)E)

(D Calcular el limite de la funcidn f{x) = T cuando x— =,

Resolucion:

En este caso, el grado del numerador, 2, es mayor que el grado del denominador, 1, por tanto el limite es &.

3w -2x-F . 3x° 3x
e = im = fim s

o) N- e ¥ P

3
@ Calcular el limite de la funcidn gix) = sz P cuando x — =,

Resolucioén:

El grado del numerador es mayor que el grado del denominador, y los términos de mayor grado tienen
signos distintos, por tanto:

ﬁmx3——5_ Ieey i = i — A
et x—?m—xz o ‘1

_T2
3 Calcular fim w
= 4wt -4

Resolucion:

El grado del numerador es igual que el grado del denominador, por tanto:

Bx?-2x+5 . -3x0 -3
i ——=———= lim ——=—
PR R | s—pin Ay 4
@ Calcular iim ~ X+

H—pon x3 Ax+3
Resolucion:

El grado del numerador es menor que el grado del denominador, por tanto:



him M = lfm
X—}“‘:‘XS—J'J-X"'E X—?’m)(a

[ale] lalelele] lalelalalela] pEEEEE
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Calculo de limites de funciones irracionales
Una funcion es irracional cuando la variable independiente aparece bajo el signo de raiz.

Son funciones irracionales las siguientes:

= J%-3 gl = 3x- A + 5, Rix) = -1 1 kG = xfafx ete

El modo de calcular el limite de una funcién irracional es analogo al calculo del limite de una sucecién
irracional.

A. Calculo del limite de una funcidn irracional en un punto x, finito

Estos limites se resuelven, en general, como si de una funcién racional se tratara.

En el caso de que, calculando el limite aparezca una indeterminacidn, ésta suele resolverse multiplicando y
dividiendo por el conjugado del numerador o del denominador.

Ejercicio: calculo de limites de funciones irracionales (x 22x()2

'E' Calocular Nk ofx - 2.

x=2

Resolucion:

® i ax-2 =02 -2 =0

X2

& Calcular fim “Eq.

x= x -1

Resolucién:
i 201 A1

= x -1 1-1

= % Indeterminacion.

Para resolver la indeterminacion se multiplica y se divide por el conjugado del numerador, V{E +1

=1 e ) P o)

T A D ) e e b

3 Resolver el siguiente limite: i M
=5 x-5



Resolucion:

-

® i = E Indeterminacidn.
x5 x-5 5-5 ]

Para resolver la indeterminacién se multiplica y se divide por
%+ B

len —&_ ”Ig N l:"ll; _ ﬁj [&J' “‘Ej =

#=5 X-5 25 (x-B) (i + )

fire x-9) =
5 (- B) [+ + /5

. 1 1 1
= lim = =
xo5afx+ 5 WfEe B 2

BEEEEER [alalalelalalalal [Elalalalalalale)
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B. Calculo del limite de una funcion irracional en el infinito

B.A. Limites indeterminados de la forma =f=

Cuando al calcular el limite de una funcién irracional resulta la indeterminaciéon @ / B, ésta se resuelve
aplicando la regla dada para la misma situacién en funciones racionales.

Ejercicio: calculo de limites indeterminados de la formaP

. . 457 -2
(D Calcular el limite de la funcidn f(x) = —— cuando x — =
A -3
Resolucidn:
® im 4}{3—_2 =2 Indeterminacion.

b oy -4 @

Haciendo uso de la regla mencionada, resulta:

Grado del numerador =3

Grado del denominador = 142, (puesto gue Jfx = ij

For lo tanto, e 4){3—_2 =@
S e
A . Bx-3
@ Calcular el limite de la funcidn f{x) = ———= cuando x — =.

3+ T -1

Resolucién:



Calculando el limite del numerador y del denominador se obtiene:

) Gx -3 o . .
i —-== — . Indeterminacidn.
L==]

SRRV FERR PR

Estudiando los grados:
Grado del numerador =1

Grado del denominador = 1 (puesto que i = X)

Por lo tanto, el limite es:

3 Calcular fim BV B

Resolucion:

® i X +2x-B =2 Indeterminacidn
i 0 - Ax+2 '

®Grado del numerador=5/2 | 5 <3
Grado del denominador =3 2

Por lo tanto, el limite es:

B 2. Limites indeterninados de b formg = - =

Cuando al calcular el limite de una funcién irracional resulta la indeterminacion
ésta se resuelve generalmente multiplicando y dividiendo la funcién por su conjugada.

[alelelalulalalalalalelslaltlslalelalalslulallsla]e)alalslmla) ]

Ejercicios: calculo de limites indeterminados de la forma

a

Resolucion:

® jim sz +3x - ) == -, |Indeterminacidn,

x—pon

®=e multiplica v se divide la funcidn par su conjugada, NGRS



(o +3x - (e +3xe ) L x e 3x-x? _ 3 3

Iien lien = ==
e ~.|"Ix2+3x+x x_}°°~.<lrx2+3x+x S+l 2

Calcular el limite de la funcién y = /% — 3 —+X+ 3, cuando x

Resolucion:
® i (Jx -3 —afx+3) = @ - = Indeterminacidn.
Hwem

® e multiplica y se divide la funcidn por su conjugada, ofx -3 + Jx +3;

=T -l 3 (-3 e 3 L (x-3)- (x4 3)
o i -3+ o+ 3 Kme—HhJ}HS

= lirm 1]

_E _
sy =3+ fy 4+ 3
Calcular el limite de la funcién f{x) = 4%+ 1- x, cuando x

Resolucién:

® i (fx+1-%)1= = - = |ndeterminacion.

H—pam

®Se multiplica y se divide la funcidn por su conjugada, +fx+1+x

(T WceTeod = o exe

Ity Ity = fim
H—peo Axel e x P [ R = - (ML R

= o

CONTINUIDAD

Funcidén continua
Una funcidn fes continua en un punto x; cuando existe el limite de la funcidn en

¥y ¥ coincide con el valor que toma la funcidn en x;.

fes cantinua en xp & lim Fx) = i)
H—rH,

Para gue una funcidn sea continua en 3, se tienen que cumplir tres condicione s

1. Euistir el limite de la funcidn cuando x— x;.



2. Esztar definida la funcidn enxg, es decir, existir fi2q )
3. Los dos valares anteriores han de coincidir: % F(X0=Tlxg).
H=r iy

Si alguna de las tres condiciones no se cumple, la funcién es discontinua en xy.

Se dice que una funcién es continua en un intervalo cuando es continua en todos los puntos del intervalo.

Ejercicio: estudio de la discontinuidad de una funcién
[alefalelelelslElblalalElllEEErbadaalbEpmbEaEbEeklbbsEwEbEalbeEebmEbEaa)

2, 8 x<3
(D Probar que la funcidn definida por fix) ={ X

-1, six>3
es discontinua en el punto x, = 3.

Resolucion:

Para probar la discontinuidad de la funcidn en » =3 hay que ver cual de las tres
condiciones de continuidad no se cumple.

En este caso es la primera, ya que no existe el limite de la funcién cuando x tiende a 3; los limites laterales no
coinciden:

lir Fix) =1

x—sgt

fim flx)= 2
Eorch
Portanto, la funcidn es discontinua en x = 3.

1, s x <3
& Proh la funcign definid flx)=4"
robar que la funcian definida por £{x) {X—E, i3

es discontinua en x; = 3.

Resolucion:

En este caso existe el limite de la funcién cuando x tiende a 3, y es 1; los dos limites laterales coinciden:

firn F{x) = Nim 1=1

=3 =3
lim fx) = fm(x-21=3-2=1
x—sgt x=s3t

Sin embargo, la funcién no esta definida en x(y = 3; no existe f(3).

Por tanto, la funcién es discontinua en x() = 3.

ol sixt2

@ jEsla funcidn definida por f{x) = _
5, 85x=2

discontinua en el puntoxg = 27



Resolucion:
Existe el limite de la funcién cuando x tiende a 2, ya que los dos limites laterales coinciden:

lim flx)=2%-1=73

x—a2t

fim fix)=2%-1=73

s
La funcidn esta definida para x = 2 y vale 5: f{2) = 5.

Sin embargo, el valor del limite de la funcién cuando x @ 2 no coincide con f(2):

i fix) =3 f21=15

=2

Portanto, la funcidn es discontinua en x = 2.

[alelslalalalalelalalalslalalalalalalalslslalslslalalalalalblalelslalalalaalslalslsalaalalablalelslss) ilelalalalulalelulalelulelalulelalallalalalelalalelaladalallalalalalalulalEklalalal el elulbla]llalalelulalan]alEalEE

OPER. CON FUNCIONES CONTINUAS

Suma

La suma de dos funciones continuas en un punto es también una funcién continua en ese punto.
Demostracion:

sean fy g dosfunciones continuas en un punto xy. Esto significa que:

i £x) = Foq) y b glx) = glxqp)

H—ry M=y
Fara probar gque la funcidn suma f + ¢ es una funcidn continua en x;, es necesario
demostrar que e (F + ) () = (F + ) ().

M

Aplicando una de las propiedades de los limites de funciones,

e (F+gh(x) = b Flx+ b gl = flxg) + glg) = (F + g) Bg)

Hh i, HE—r Hh i,

La demostracidn es valida para una suma de » funciones continuas en xg.

Resta

La resta de dos funciones continuas en un punto es también una funcién continua en ese punto.



Esta demostracién, como las que siguen, se hacen de forma similar a la anterior, basandose en las
propiedades de los limites de funciones.

Producto

El producto de dos funciones continuas en un punto es también una funcién continua en ese punto.

Producto de una funciéon por un nimero

El producto de una funcién continua en un punto, por un niimero real, es otra funcién continua en ese punto.
Cociente
El cociente de dos funciones continuas en un punto es otra funcién continua en ese punto. (Siempre que el

denominador no se anule).

Composicion de funciones

=i fes una funcidn continua en %, ¥ 5 es otra funcidn continua en f(x4], la funcidn

compuesta g of es continua en el punto ;.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

Siuna funcion es continua en un punto x(, entonces es convergente en x, es decir, existe el limite de la
funcion cuando x tiende a x).

=i flx) es cantinua en xp = fim Fx) = )
My

CONT. DE FUNCIONES ELEMENTALES
i’-‘uncién constante

_La funcién constante f{x) = k es continua en todos los puntos.

fim flx)= K
R, fim fx) = F2q)
Flrg) =k e

Funcién identidad
La funcién identidad f{x) = x es continua en todos los puntos.

fi F(x) = 3
A fim ()= Fq)
fla) = o



Funcidn potencial
La funcién potencial f (x) = x™ es continua en todos sus puntos, salvo el caso en que n<0 y x=0, ya que en este
caso se tendria una funcién racional con denominador nulo.

firn () = wg"
g’ fiem Flxq) = Flxg)

fl:}qj:lz}an et

Funcidén polinémica

La funcidn fix) = ag + & x+ azxz + .. +a,x" 8s una funcidn continua en todos
los puntos, por ser suma de funciones continuas en todos los puntos.

lim flx)=an+ayxp + E‘QXDE L tapxg
A fie £ = ()

fl{;sq:,j=a,:,+a1}q:,+azx,:,2+ Lo apxg” e
Funcién racional
La funcidn f(x) = % donde Fix) y Qx) son funciones palindmicas, es continua

en todos los puntos, salvo en los que el denominador se anula, por ser un cociente de dos funciones
continuas.

Funcidén exponencial
La funcién exponencial f{x) = a% con a > 0, es continua en todos los puntos.

fim flx) = a™
g’ fien FUx) = Fxg)

Flog) = a™ e

Funcién logaritmica

La funcion f{x) = log, x, siendo a > 1, es continua en todos los puntos de su campo de existencia (0, +2).

i Hx) = log ;2
Hry firn F(x) = i)
flxa) = Jog 2 g e

Ejercicio: estudio de los puntos de continuidad

PERRPRPRRRRRRARRARARRARRARRARARARFARPARARPRRPRARARRPRARRRFARRRARRARARARARE \APRPRRRAPRPRARRRFRRRARRRRRRRRARARRRRRPARRAFREARRARPRRERERERER

(I Indicar en qué puntos la funcidn F(x) = es discontinua.



Resolucion:

La funcién es continua en todos los puntos salvo en los que se anula el denominador, ya que en éstos la
funcion no estara definida; es decir, en x = 3.

La funcién es continua en todos los puntos salvo en x = 3, en el que es discontinua.

. o . . x-h .
{2 Realizar un estudio e indicar si la funcidn f(x) = ———— es continua
x2 = 3x-10
en los intervalos (-3, 0) y (0, 2).

Resolucion:

La funcidn es continua en todos los puntos, salvo en los que el denominador se anula. El denominador se
anulaenx=-2yenx=5

El punto x =-2 estd en el intervalo (-3, 0), luego en éste la funcién no es continua.

o2 Dy5s20, 2, luego en este intervalo la funcidn fix) si es continua.

[ululalelelale
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CLASIFICACION DE PUNTOS DE DISCONTINUIDAD.

Fara que una funcidn f{x) sea discontinua (o no continuaj en un punto 2, deber

darse una, al menos, de estas condiciones:

&l Moexiste N f(x) onoexiste fm fix)
M=y Hhy

B Los limites laterales existen, pera b flx) 2 hm fx)
K x=rxl

o) Existe Wm f(x), pero lim f(x)# Fip)

My, H—riy,
Dependiendo de qué condicién se verifique, los puntos en los que una funcién no es continua se clasifican en
puntos de discontinuidad evitable y en puntos de discontinuidad no evitable (o inevitable).

Discontinuidad evitable

Una funcién presenta una discontinuidad evitable en un punto x; cuando, existiendo el limite de la funcién en
éste, no coincide con el valor que toma la funcién en el punto (caso c):

xpes un punto de discontinuidad evitable < i Fx) = fxg).
H

La discontinuidad se puede evitar asignando a la funcidn, en el punto x), el valor de su limite.



Eneste casoa [ Fx)=F(xp) se le denomina verdadera valor de la funcidn en xg, v es
i

el que hace la funcién sea continua en ese punto.
Discontinuidad inevitable

Una funcién presenta una discontinuidad inevitable en un punto x( cuando o bien no existe algtin limite
lateral (caso a) o bien los limites laterales existen pero son distintos (caso b), en cuyo caso no existe el limite.

Mo existe  hm ()
My
# es un punto de discontinuidad inevitable < {0 no existe fm fix]
a2
0 ho existe  m flx)
* x_}-x‘:l
E]erc1c10 estudio y clasificacion de los puntos de dlscontlnmdad de una funcion
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B Realizar un estudio de los puntos de discontinuidad de la funcién

¥+ osiwt
Flx) = '
) {1,5ix=1

Julalle] lalalelelalalalalalalElE]e]

Resolucion:

La funcién x+2 es continua en todos los puntos.

La funcidn f{x) es continua en todos los puntos salvo en x=1; ya que f{1) = 1

lir F(x) = dim x+2 =3

x—¥1 =1

il 2 f
i §(0) = dim x+2=3 [ AgT0O I
P Pl

#5350 se asigna a fi1) el valor 3, valor de fim f(x), e evita la discontinuidad v
x—1

entonces f(x) = x + 2 es continua en todos los puntos.
El verdadero valor de la funcién en x = 1 es 3.

2osix<3

@ Estudiar la discontinuidad (evitable o no) de la funcidn f{x) = ,
1 sixz3

Resolucion:

f(x) es continua en todos los puntos salvo en x = 3.



® i X)) = dm 2=

=3 =3 . .

fim Fix) & dim f
i £ = dim =1 [ a1 # i, TG0
a3t =t

La discontinuidad es inevitable.

@ Estudiar y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcidn f{x)

Resolucion:

La funcidn es continua en todos los puntos salvo en los que se anule el denominador: x = 2

®5e procede aver sila discontinuidad en xp = 2 es evitable o no:

2 _ -
firm & 4. lire 2 -2, firn ix+2)=4
=2 X -2 ol ¥-2 a2

El limite existe y es 4, por lo tanto la discontinuidad en x(y = 2 es evitable. El verdadero valor de la funcién

enxgp=2es4.

Asignando a f{2) el valor 4, la funcién

2

flx) =4 x-2
4 six=2

=T

es continua en todos los puntos.




